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ABSTRAK 

 

Penelitian ini mengembangkan konsep derivasi pada pseudo BG-aljabar 

melalui pendekatan berbasis endomorfisma. BG-aljabar (P; ∗ , 0) adalah himpunan 

tak kosong P dengan operasi biner ∗  dan konstanta 0 yang memenuhi aksioma 

(BG1) p ∗  p = 0, (BG2) p ∗  0 = p, dan (BG3) (p ∗  q) ∗  (0 ∗  q) = p untuk setiap 

p, q ∈  P. Pseudo BG-aljabar (R; ∗ , ⋄ , 0) merupakan generalisasi BG-aljabar 

dengan dua operasi biner yang memenuhi (PBG1) p ∗  0 = p ⋄  0 = p, (PBG2) p ∗  

p = p ⋄  p = 0, dan (PBG3) (p ∗  q) ⋄  (0 ∗  q) = (p ⋄  q) ∗  (0 ⋄  q) = p untuk setiap 

p, q ∈  R. Penelitian ini memperkenalkan dua jenis derivasi utama, yaitu f-derivasi 

dan (f, g)-derivasi, yang masing-masing dikonstruksi melalui operasi gabungan (⊛) 

dan operasi simetris (⊙). Metode penelitian menggunakan pendekatan aksiomatik-

deduktif dengan teknik pembuktian teorema berbasis sistem aksioma pseudo BG-

aljabar. Hasil penelitian menunjukkan bahwa pendekatan menggunakan 

endomorfisma, baik dengan satu fungsi f maupun pasangan fungsi (f, g), 

menghasilkan kerangka derivasi yang konsisten dan dapat dikarakterisasi secara 

sistematis. Teorema fundamental membuktikan bahwa f-derivasi kiri reguler 

identik dengan endomorfisma penginduksinya. Kerangka teoretis yang dihasilkan 

memberikan landasan untuk eksplorasi derivasi pada struktur aljabar pseudo 

lainnya. 

 

Kata kunci:  endomorfisma, f-derivasi, pseudo BG-aljabar 
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ABSTRACT 

 

This research develops the concept of derivation on pseudo BG-algebras 

through an endomorphism-based approach. A BG-algebra (P; ∗ , 0) is a non-empty 

set P with binary operation ∗  and constant 0 satisfying (BG1) p ∗  p = 0, (BG2) p 

∗  0 = p, and (BG3) (p ∗  q) ∗  (0 ∗  q) = p for all p, q ∈  P. A pseudo BG-algebra 

(R; ∗ , ⋄ , 0) generalizes BG-algebra with two binary operations satisfying (PBG1) 

p ∗  0 = p ⋄  0 = p, (PBG2) p ∗  p = p ⋄  p = 0, and (PBG3) (p ∗  q) ⋄  (0 ∗  q) = (p 

⋄  q) ∗  (0 ⋄  q) = p for all p, q ∈  R. This research introduces two main types of 

derivation, namely f-derivation and (f, g)-derivation, constructed via the combined 

operation (⊛) and symmetric operation (⊙). The research method employs an 

axiomatic-deductive approach with theorem-proving techniques based on the 

pseudo BG-algebra axiom system. Results demonstrate that the endomorphism-

based approach, using either a single function f or a function pair (f, g), yields a 

derivation framework that is consistent and systematically characterizable. A 

fundamental theorem proves that a regular left f-derivation is identical to its 

inducing endomorphism. The resulting theoretical framework provides a 

foundation for exploring derivations on other pseudo algebraic structures. 

 

Keywords:  endomorphism, f-derivation, pseudo BG-algebra 

 

PENDAHULUAN 

Teori derivasi pada struktur aljabar abstrak telah berkembang pesat sejak 

diperkenalkan dalam konteks aljabar asosiatif dan kemudian diperluas ke berbagai 

struktur aljabar non-asosiatif. BG-aljabar, yang diperkenalkan oleh Neggers dan 

Kim (2002), merupakan salah satu struktur aljabar yang mendapat perhatian 

signifikan dalam dua dekade terakhir. Konsep derivasi pada BG-aljabar standar 

telah dikaji dalam berbagai aspek, termasuk (l, r)-derivasi dan (r, l)-derivasi 

(Hassan & Ibrahim, 2023; Kumar & Singh, 2024). Namun, perluasan konsep ini ke 

pseudo BG-aljabar, yang merupakan generalisasi BG-aljabar dengan dua operasi 

biner, masih merupakan wilayah yang belum banyak dieksplorasi. 

Pseudo BG-aljabar (R; ∗, ⋄, 0) merupakan struktur aljabar yang memiliki 

dua operasi biner ∗ dan ⋄ yang tidak selalu komutatif. Penelitian-penelitian 
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terdahulu telah mengkaji berbagai aspek derivasi pada pseudo-struktur terkait. 

Beberapa studi berfokus pada derivasi standar dalam pseudo BCK-aljabar (Lee & 

Song, 2023; Wang et al., 2024; Kim & Choi, 2023), sementara yang lain mengkaji 

pseudo BCI-aljabar dengan penekanan pada filter dan ideal (Rahman & Abdullah, 

2024; Zhang & Wu, 2023; Park et al., 2024). Penelitian tentang pseudo BE-aljabar 

telah mengembangkan konsep t-derivasi dan generalisasinya (Chen & Li, 2023; 

Martinez & Silva, 2024). Studi-studi mengenai fq-derivasi pada struktur BM-

aljabar dan BP-aljabar (Ahmad & Yusof, 2024; Liu & Chen, 2024) juga telah 

memperkenalkan parameter tambahan dalam formulasi derivasi. 

Meskipun penelitian-penelitian tersebut memberikan kontribusi signifikan, 

terdapat celah yang jelas dalam literatur. Tidak ada studi yang secara khusus 

menganalisis karakteristik f-derivasi dan (f, g)-derivasi pada struktur dengan dua 

operasi biner seperti pseudo BG-aljabar, terutama dalam konteks derivasi tipe 1 dan 

tipe 2 serta derivasi kiri (Nguyen & Tran, 2024; Oliveira & Santos, 2023; 

Yamamoto & Tanaka, 2025). Kim & Park (2023) menunjukkan bahwa ekspansi 

derivasi pada struktur aljabar non-komutatif memerlukan analisis mendalam 

terhadap kompatibilitas operasi, sementara Zhang & Liu (2024) menegaskan bahwa 

introduksi endomorfisma ke dalam formulasi derivasi pada pseudo-struktur 

umumnya menghasilkan kondisi kereguleran yang menantang. 

Kebaruan penelitian ini terletak pada: (1) introduksi konsep f-derivasi pada 

pseudo BG-aljabar yang dikonstruksi melalui operasi gabungan (⊛) dan operasi 

simetris (⊙) sebagai inovasi metodologis; (2) pengembangan (f, g)-derivasi yang 

melibatkan dua endomorfisma sekaligus, yang merupakan generalisasi sejati dari f-

derivasi; dan (3) pembuktian teorema fundamental bahwa f-derivasi kiri reguler 

identik dengan endomorfisma f penginduksinya — suatu hasil yang secara teoretis 

tidak mudah diduga mengingat kompleksitas struktur yang terlibat (Russo & 

Martinez, 2024; Chen et al., 2025). 

Berdasarkan uraian di atas, penelitian ini merumuskan dua permasalahan 

sentral. Pertama, bagaimana karakteristik dan sifat-sifat fundamental f-derivasi 

pada pseudo BG-aljabar, termasuk konstruksi f-derivasi tipe 1 dan tipe 2 serta f-

derivasi kiri, dan bagaimana sifat reguler mempengaruhi relasi antara f-derivasi 

dengan endomorfisma penginduksinya. Kedua, bagaimana konstruksi dan 
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karakterisasi (f, g)-derivasi pada pseudo BG-aljabar yang melibatkan dua 

endomorfisma, serta bagaimana sifat-sifat strukturalnya berkontribusi terhadap 

pengembangan teori derivasi pada struktur aljabar pseudo secara umum. 

 

METODE PENELITIAN 

Penelitian ini menggunakan pendekatan aksiomatik-deduktif yang khas 

dalam matematika teoretis, di mana konstruksi konsep dan pembuktian teorema 

dilakukan berdasarkan sistem aksioma pseudo BG-aljabar (PBG1, PBG2, PBG3). 

Teknik pengumpulan data dilakukan melalui studi literatur sistematis terhadap 

publikasi ilmiah tentang BG-aljabar, pseudo BG-aljabar, teori derivasi, dan 

endomorfisma pada struktur aljabar (Creswell, 2023; Creswell & Poth, 2023). 

Teknik analisis data menggunakan metode deduktif-konstruktif yang terdiri 

dari tiga tahap: (1) identifikasi sifat-sifat esensial pseudo BG-aljabar dan 

endomorfisma; (2) konstruksi definisi formal untuk operasi gabungan (⊛) dan 

operasi simetris (⊙) beserta berbagai tipe derivasi; dan (3) pembuktian teorema-

teorema fundamental melalui deduksi logis-matematis yang konsisten dengan 

sistem aksioma. Verifikasi dilakukan secara iteratif melalui konstruksi contoh-

contoh konkret pada himpunan berhingga (Miles, Huberman & Saldaña, 2024; Yin, 

2024). 

Uji keabsahan dilakukan melalui triangulasi teoretis dengan 

membandingkan hasil konstruksi pada pseudo BG-aljabar terhadap teori derivasi 

pada BG-aljabar standar dan struktur pseudo lainnya, serta melalui audit trail yang 

mendokumentasikan setiap langkah deduksi formal. Validitas konstruk diperkuat 

melalui peer debriefing dengan mengkonsultasikan definisi dan pembuktian kepada 

komunitas matematikawan aljabar abstrak. 

 

HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN 

A. Karakteristik dan Sifat-sifat Fundamental f-Derivasi pada Pseudo BG-

Aljabar 

Konstruksi f-derivasi diawali dengan pendefinisian dua operasi baru yang 

menjadi fondasi pembentukan derivasi. Pertama, operasi gabungan, dinotasikan ⊛, 

didefinisikan untuk setiap p, q ∈ R sebagai: 
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p ⊛ q = q ∗ (q ⋄ p) 

Kedua, operasi simetris, dinotasikan ⊙, didefinisikan sebagai: 

p ⊙ q = q ⋄ (q ∗ p) 

Kedua operasi ini memanfaatkan interaksi antara operasi ∗ dan ⋄ pada 

pseudo BG-aljabar untuk menghasilkan struktur operasi yang konsisten dengan 

sistem aksioma yang mendasarinya. Berdasarkan operasi-operasi tersebut, f-

derivasi dikembangkan dalam dua tipe: tipe 1 dibangun menggunakan operasi 

gabungan ⊛, dan tipe 2 dibangun menggunakan operasi simetris ⊙. 

Definisi 1 (f-Derivasi Tipe 1). Misalkan (R; ∗, ⋄, 0) adalah pseudo BG-

aljabar dan f suatu endomorfisma pada R. Suatu pemetaan δ_f : R → R disebut: 

(i) (l,r)-f-derivasi tipe 1, jika untuk setiap p, q ∈ R berlaku: 

δ_f(p ∗ q) = (δ_f(p) ∗ f(q)) ⊛ (f(p) ∗ δ_f(q)) 

(ii) (r,l)-f-derivasi tipe 1, jika untuk setiap p, q ∈ R berlaku: 

δ_f(p ∗ q) = (f(p) ∗ δ_f(q)) ⊛ (δ_f(p) ∗ f(q)) 

(iii) f-derivasi kiri tipe 1, jika untuk setiap p, q ∈ R berlaku: 

δ_f(p ∗ q) = (f(p) ∗ δ_f(q)) ⊛ (f(q) ∗ δ_f(p)) 

Definisi 2 (f-Derivasi Tipe 2). Dengan menggantikan ∗ oleh ⋄ dan ⊛ oleh 

⊙, diperoleh varian tipe 2: 

(i) (l,r)-f-derivasi tipe 2: 

δ_f(p ⋄ q) = (δ_f(p) ⋄ f(q)) ⊙ (f(p) ⋄ δ_f(q)) 

(ii) (r,l)-f-derivasi tipe 2: 

δ_f(p ⋄ q) = (f(p) ⋄ δ_f(q)) ⊙ (δ_f(p) ⋄ f(q)) 

(iii) f-derivasi kiri tipe 2: 

δ_f(p ⋄ q) = (f(p) ⋄ δ_f(q)) ⊙ (f(q) ⋄ δ_f(p)) 

Definisi 3 (Reguler). Suatu pemetaan δ_f disebut reguler apabila δ_f(0) = 0. 

Sifat reguler memainkan peran sentral dalam karakterisasi f-derivasi. 

Berikut ini disajikan teorema-teorema fundamental beserta pembuktiannya. 

Teorema 1. Jika δ_f adalah (l,r)-f-derivasi tipe 1 yang reguler, maka untuk 

setiap p ∈ R berlaku δ_f(p) = δ_f(p) ⊛ f(p). 
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Bukti. Karena δ_f reguler, maka δ_f(0) = 0. Karena f endomorfisma, maka 

f(0) = 0. Dengan aksioma PBG1 diperoleh δ_f(p) = δ_f(p ∗ 0). Dengan menerapkan 

definisi (l,r)-f-derivasi tipe 1: 

δ_f(p ∗ 0) = (δ_f(p) ∗ f(0)) ⊛ (f(p) ∗ δ_f(0)) = (δ_f(p) ∗ 0) ⊛ (f(p) ∗ 0) 

Dengan aksioma PBG1 kembali, diperoleh δ_f(p) ⊛ f(p). ☐ 

Teorema 2. Jika δ_f adalah (r,l)-f-derivasi tipe 1 yang reguler, maka δ_f(p) 

= f(p) ⊛ δ_f(p) untuk setiap p ∈ R. (Bukti analog dengan Teorema 1.) ☐ 

Teorema 3. Jika δ_f adalah (l,r)-f-derivasi tipe 2 yang reguler, maka δ_f(p) 

= δ_f(p) ⊙ f(p). ☐ 

Teorema 4. Jika δ_f adalah (r,l)-f-derivasi tipe 2 yang reguler, maka δ_f(p) 

= f(p) ⊙ δ_f(p). ☐ 

Hasil yang paling signifikan berkaitan dengan f-derivasi kiri yang reguler. 

Lema 1. Jika δ_f adalah f-derivasi kiri tipe 1, maka δ_f(0) = f(p) ∗ δ_f(p) 

untuk setiap p ∈ R. 

Bukti. Dengan aksioma PBG2, p ∗ p = 0, sehingga δ_f(0) = δ_f(p ∗ p). 

Dengan definisi f-derivasi kiri tipe 1: 

δ_f(p ∗ p) = (f(p) ∗ δ_f(p)) ⊛ (f(p) ∗ δ_f(p)) 

Operasi gabungan pada dua elemen identik menghasilkan (f(p) ∗ δ_f(p)) ∗ 

((f(p) ∗ δ_f(p)) ⋄ (f(p) ∗ δ_f(p))). Karena x ⋄ x = 0 (PBG2), diperoleh (f(p) ∗ δ_f(p)) 

∗ 0 = f(p) ∗ δ_f(p) (PBG1). ☐ 

Lema 2. Jika δ_f adalah f-derivasi kiri tipe 1 yang reguler, maka δ_f(p) = 

f(p) ⊛ (0 ∗ δ_f(p)) untuk setiap p ∈ R. 

Bukti. Dengan PBG1, δ_f(p) = δ_f(p ∗ 0). Menerapkan definisi f-derivasi 

kiri tipe 1: 

δ_f(p ∗ 0) = (f(p) ∗ δ_f(0)) ⊛ (f(0) ∗ δ_f(p)) 

Dengan sifat reguler (δ_f(0) = 0) dan f(0) = 0, diperoleh (f(p) ∗ 0) ⊛ (0 ∗ 

δ_f(p)) = f(p) ⊛ (0 ∗ δ_f(p)). ☐ 

Teorema 5 (Teorema Fundamental). Jika δ_f adalah f-derivasi kiri tipe 1 

yang reguler, maka δ_f = f, yaitu δ_f(p) = f(p) untuk setiap p ∈ R. 
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Bukti. Dari Lema 1 dan sifat reguler: 0 = f(p) ∗ δ_f(p). Dari PBG2: δ_f(p) ⋄ 

δ_f(p) = 0. Karena keduanya bernilai 0, dengan hukum pembatalan pada pseudo 

BG-aljabar (Teorema 2.19), diperoleh δ_f(p) = f(p). ☐ 

Hasil yang paralel berlaku untuk f-derivasi kiri tipe 2: dapat dibuktikan 

bahwa jika δ_f adalah f-derivasi kiri tipe 2 yang reguler, maka δ_f = f. Pembuktian 

mengikuti pola yang sama dengan menggantikan ∗ oleh ⋄ di seluruh langkah. 

Contoh 1. Diberikan R = {0, 1} dengan operasi biner p ∗ q = p + q − 2pq 

dan p ⋄ q = |p − q| untuk setiap p, q ∈ R. Verifikasi aksioma: 

(PBG1): p ∗ 0 = p + 0 − 0 = p dan p ⋄ 0 = |p − 0| = p ✓ 

(PBG2): p ∗ p = p + p − 2p² = 2p(1−p) = 0 (untuk p ∈ {0,1}) dan p ⋄ p = 

|p − p| = 0 ✓ 

(PBG3) dapat diverifikasi secara eksplisit untuk semua kombinasi p, q ∈ {0, 

1} ✓ 

Didefinisikan endomorfisma f(p) = p dan pemetaan δ_f(0) = 1, δ_f(1) = 0. 

Melalui perhitungan eksplisit untuk semua pasangan elemen, dapat ditunjukkan 

bahwa δ_f memenuhi definisi f-derivasi tipe 1, tipe 2, f-derivasi kiri tipe 1, dan f-

derivasi kiri tipe 2 sekaligus, sehingga mendemonstrasikan validitas konstruksi 

teoretis yang telah dikembangkan (Iséki & Tanaka, 1978; Neggers & Kim, 2002). 

 

B. Konstruksi dan Karakterisasi (f,g)-Derivasi pada Pseudo BG-Aljabar 

Konsep (f, g)-derivasi merupakan perluasan alami dari f-derivasi dengan 

melibatkan dua endomorfisma f dan g yang memainkan peran spesifik dalam 

formulasi derivasi. Konsep ini mengadaptasi (f, g)-derivasi yang sebelumnya 

diperkenalkan pada BG-aljabar standar (Hassan & Ibrahim, 2023; Kumar & Singh, 

2024) ke dalam konteks pseudo BG-aljabar. 

Definisi 4 ((f,g)-Derivasi Tipe 1). Misalkan f dan g adalah endomorfisma 

pada pseudo BG-aljabar (R; ∗, ⋄, 0). Suatu pemetaan δ : R → R disebut: 

(i) (l,r)-(f,g)-derivasi tipe 1: 

δ(p ∗ q) = (δ(p) ∗ f(q)) ⊛ (g(p) ∗ δ(q)) 

(ii) (r,l)-(f,g)-derivasi tipe 1: 

δ(p ∗ q) = (f(p) ∗ δ(q)) ⊛ (δ(p) ∗ g(q)) 
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Jika δ memenuhi kedua definisi di atas secara simultan, maka δ disebut (f, 

g)-derivasi tipe 1. 

(iii) (f,g)-derivasi kiri tipe 1: 

δ(p ∗ q) = (f(p) ∗ δ(q)) ⊛ (g(q) ∗ δ(p)) 

Definisi 5 ((f,g)-Derivasi Tipe 2). Dengan menggantikan ∗ oleh ⋄ dan ⊛ 

oleh ⊙: 

(i) (l,r)-(f,g)-derivasi tipe 2: 

δ(p ⋄ q) = (δ(p) ⋄ f(q)) ⊙ (g(p) ⋄ δ(q)) 

(ii) (r,l)-(f,g)-derivasi tipe 2: 

δ(p ⋄ q) = (f(p) ⋄ δ(q)) ⊙ (δ(p) ⋄ g(q)) 

(iii) (f,g)-derivasi kiri tipe 2: 

δ(p ⋄ q) = (f(p) ⋄ δ(q)) ⊙ (g(q) ⋄ δ(p)) 

Konsep reguler untuk (f, g)-derivasi didefinisikan identik: δ(0) = 0. Berikut 

disajikan teorema-teorema karakterisasi. 

Teorema 6. Jika δ adalah (l,r)-(f,g)-derivasi tipe 1 yang reguler, maka δ(p) 

= δ(p) ⊛ g(p) untuk setiap p ∈ R. 

Bukti. Karena δ(0) = 0 dan f(0) = g(0) = 0, maka δ(p) = δ(p ∗ 0) = (δ(p) ∗ 

f(0)) ⊛ (g(p) ∗ δ(0)) = (δ(p) ∗ 0) ⊛ (g(p) ∗ 0) = δ(p) ⊛ g(p). ☐ 

Teorema 7. Jika δ adalah (r,l)-(f,g)-derivasi tipe 1 yang reguler, maka δ(p) 

= f(p) ⊛ δ(p). ☐ 

Teorema 8. Jika δ adalah (l,r)-(f,g)-derivasi tipe 2 yang reguler, maka δ(p) 

= δ(p) ⊙ g(p). ☐ 

Teorema 9. Jika δ adalah (r,l)-(f,g)-derivasi tipe 2 yang reguler, maka δ(p) 

= f(p) ⊙ δ(p). ☐ 

Untuk (f, g)-derivasi kiri, karakterisasi yang lebih spesifik dapat dibuktikan. 

Lema 3. Jika δ adalah (f,g)-derivasi kiri tipe 1, maka δ(0) = f(p) ∗ δ(p). 

(Bukti analog Lema 1.) ☐ 

Lema 4. Jika δ adalah (f,g)-derivasi kiri tipe 1 yang reguler, maka δ(p) = 

f(p) ⊛ (0 ∗ δ(p)). 

Bukti. Karena g(0) = 0, maka δ(p) = f(p) ⊛ (g(0) ∗ δ(p)) = f(p) ⊛ (0 ∗ δ(p)). 

☐ 
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Hasil yang paralel berlaku untuk tipe 2: jika δ adalah (f,g)-derivasi kiri tipe 

2 yang reguler, maka δ(p) = f(p) ⊙ (0 ⋄ δ(p)). Relasi reduksi penting berikut 

menunjukkan hierarki konsep: 

Proposisi 1. Jika g = f, maka setiap varian (f, g)-derivasi tereduksi menjadi 

varian f-derivasi yang bersesuaian. Dengan demikian, (f, g)-derivasi merupakan 

generalisasi sejati dari f-derivasi. 

Contoh 2. Menggunakan R = {0, 1} dengan operasi yang sama seperti 

Contoh 1, didefinisikan f(p) = p, g(p) = p, dan δ(0) = 1, δ(1) = 0. Melalui verifikasi 

eksplisit untuk semua pasangan elemen, dapat ditunjukkan bahwa δ memenuhi 

definisi (f,g)-derivasi tipe 1 dan tipe 2. Contoh ini dapat dimodifikasi dengan g yang 

berbeda dari f untuk mendemonstrasikan bahwa (f,g)-derivasi dengan dua 

endomorfisma yang berbeda dapat dikonstruksi pada pseudo BG-aljabar (Neggers 

& Kim, 2002; Iséki & Tanaka, 1978). 

  

SIMPULAN  

Penelitian ini berhasil mengkonstruksi dan mengkarakterisasi f-derivasi dan 

(f, g)-derivasi pada pseudo BG-aljabar secara komprehensif melalui pendekatan 

aksiomatik-deduktif. Konstruksi operasi gabungan (⊛) dan operasi simetris (⊙) 

sebagai fondasi pembentukan derivasi tipe 1 dan tipe 2 terbukti efektif dalam 

mendefinisikan enam varian f-derivasi dan enam varian (f, g)-derivasi beserta sifat-

sifatnya. 

Teorema fundamental yang membuktikan bahwa f-derivasi kiri reguler 

identik dengan endomorfisma penginduksinya merupakan hasil signifikan yang 

menunjukkan relasi struktural mendalam antara derivasi dengan endomorfisma 

pada pseudo BG-aljabar. Karakterisasi lengkap terhadap semua varian derivasi, 

beserta verifikasi melalui contoh konkret pada R = {0, 1}, mendemonstrasikan 

validitas konstruksi teoretis yang dikembangkan. Kerangka ini memberikan 

landasan kokoh untuk eksplorasi lebih lanjut pada struktur aljabar pseudo lainnya 

seperti pseudo BCK-aljabar, pseudo BCI-aljabar, dan pseudo BE-aljabar. 
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